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Abstra
t

As is well known, for self-similar dendrites in R
2
, the rami�
ation orders
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le proves the existen
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� 1. Ââåäåíèå è ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü S = {S1, ..., Sm} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïîäîáèé â Rn
. Íåïóñòîå

êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, äëÿ êîòîðîãî K =
m
⋃

i=1

Si(K), íàçûâàåòñÿ ñàìîïî-

äîáíûì ìíîæåñòâîì èëè àòòðàêòîðîì ñèñòåìû S.

Åãî ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü äîêàçàíû Õàò÷èíñîíîì â ðàáîòå

[1℄ 1981 ãîäà, ðàçâèâàþùåé èäåè Ìîðàíà [4℄ è Ìàíäåëüáðîòà [5℄ è ñòèìó-

ëèðîâàâøåé âñïëåñê àêòèâíûõ èññëåäîâàíèé (ñì. íàïð. [2, 3℄) â ãåîìåòðè-

÷åñêîé òåîðèè �ðàêòàëüíûõ îáúåêòîâ.
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Îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ïîíÿòèé òåîðèè ñàìîïîäîáíûõ ìíîæåñòâ ÿâëÿ-

åòñÿ óñëîâèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà (Open Set Condition, OSC). Ñèñòåìà S

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, åñëè ñóùåñòâóåò íåïóñòîå

îòêðûòîå ìíîæåñòâî O ⊂ Rn
òàêîå, ÷òî âñå ìíîæåñòâà Si(O), {1 ≤ i ≤ m}

ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ è ñîäåðæàòñÿ â O. Êàê áûëî äîêàçàíî Õàò÷èí-

ñîíîì [1℄, ïðè âûïîëíåíèå OSC õàóñäîð�îâà ðàçìåðíîñòü àòòðàêòîðà K
ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïîäîáèÿ s ñèñòåìû S, à ìåðà Hs(K) > 0.

Â ïîèñêàõ óäîáíîé àëüòåðíàòèâû OSC, Áàíäò è �ðà� [7℄ èññëåäîâàëè

àññîöèèðîâàííîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé F = S−1
i Sj, ãäå i è j � íåñðàâíè-

ìûå ìóëüòèèíäåêñû. Îíè ïîêàçàëè, ÷òî óñëîâèå Id /∈ F̄ ñëàáåå, ÷åì óñëîâèå

îòêðûòîãî ìíîæåñòâà, íî òàêæå âëå÷¼ò ïîëîæèòåëüíîñòü ìåðû àòòðàêòî-

ðà: Hs(K) > 0.

Ñèñòåìà S îáëàäàåò ñëàáûì óñëîâèåì îòäåëèìîñòè (WSP), åñëè Id íå

ÿâëÿåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ñåìåéñòâà F, íî ìîæåò ÿâëÿòüñÿ åãî èçîëèðî-

âàííîé òî÷êîé. Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëàáûì, ÷åì óñëîâèå Áàíäòà-

�ðà�à Id /∈ F̄, è òàêæå ãàðàíòèðóåò ïîëîæèòåëüíîñòü ìåðû K.

Îñíîâíûå òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà àòòðàêòîðà K îïðåäåëÿþòñÿ ñòðóê-

òóðîé ïåðåñå÷åíèé åãî êîïèé Si(K).

�îâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà ïîäîáèé S ñ àòòðàêòîðîì K îáëàäàåò ñâîéñòâîì

êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ (Finite Interse
tion Property, FIP), åñëè ïåðåñå÷å-

íèå Si(K)∩Sj(K) ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ

èíäåêñîâ i 6= j.

Áàíäòîì è �àî [8℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî åñëè ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïî-

äîáèé S â Rn, n ≤ 2 èìååò ñâÿçíûé àòòðàêòîð K è îáëàäàåò ñâîéñòâîì

êîíå÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ, òî ýòà ñèñòåìà óäîâëåòâîðÿåò OSC.

Îäíàêî, â ðàáîòå [9℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî â R
n
ïðè n ≥ 3 ñóùåñòâóåò

ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïîäîáèé ñ îäíîòî÷å÷íûìè ïåðåñå÷åíèÿìè êîïèé, êî-

òîðàÿ íå óäîâëåòâîðÿåò OSC. Òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà àòòðàêòîð íåñâÿçåí, â

[10℄ áûëî äîêàçàíî, ÷òî äàæå â R ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ñ îäíîòî÷å÷íûì ïå-

ðåñå÷åíèåì è âïîëíå íåñâÿçíûì àòòðàêòîðîì, íå óäîâëåòâîðÿþùàÿ OSC.

Ñòðóêòóðíûå ñâîéñòâà ñàìîïîäîáíûõ æîðäàíîâûõ äóã áûëè äîñòàòî÷-

íî ïîëíî èçó÷åíû â ðàáîòå Òåòåíîâà [6℄. Îäíàêî, ñëåäóþùèé ïî ñëîæíîñòè

êëàññ ñàìîïîäîáíûõ ìíîæåñòâ � ñàìîïîäîáíûå äåíäðèòû îòëè÷àåòñÿ ðàç-

íîîáðàçèåì êîíñòðóêöèé è áîãàòûìè ñâÿçÿìè ñ òåîðèåé âåòâÿùèõñÿ ïðî-

öåññîâ.

Êàê áûëî íåäàâíî äîêàçàíî â ðàáîòå [11℄, ëþáîé ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò

â Rn
, îáëàäàþùèé ñâîéñòâîì WSP, èìååò êîíå÷íûé ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ.

Èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé ñàìîïîäîáíûé äåíäðèò â R2
èìååò êîíå÷-

íûé ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ. Âîçíèêàåò âîïðîñ, ñóùåñòâóþò ëè ñàìîïîäîáíûå

äåíäðèòû â Rn, n > 2 ñ áåñêîíå÷íûì ïîðÿäêîì âåòâëåíèÿ?

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ñàìîïîäîáíûõ äåíä-
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36 Î ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòàõ

ðèòîâ â R
5
, èìåþùèõ áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê âåòâëåíèÿ. Äîêàçûâàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 1. Ñóùåñòâóåò ñèñòåìà S = {S1, S2, S3, S4, S5} ñæèìàþùèõ

ïîäîáèé â R5
, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1) ñèñòåìà S îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ;

2) àòòðàêòîð ñèñòåìû S ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì, âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ êîòîðîãî

èìåþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê;

3) ñèñòåìà S íå óäîâëåòâîðÿåò OSC.

� 2. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü S = {S1, . . . , Sm} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ ïî-

äîáèé â R
n
. Íåïóñòîé êîìïàêò K íàçûâàåòñÿ ñàìîïîäîáíûì ìíîæåñòâîì

èëè àòòðàêòîðîì ñèñòåìû S, åñëè K =
m
⋃

i=1

Si(K).

Ïðè ýòîì, ìíîæåñòâà Ki = Si(K) íàçûâàþòñÿ êîïèÿìè àòòðàêòîðà K.

�àâåíñòâî T (A) = S1(A) ∪ S2(A) ∪ · · · ∪ Sm(A) çàäàåò îïåðàòîð Õàò-

÷èíñîíà ñèñòåìû S, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì îòîáðàæåíèåì ïîëíî-

ãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà C(Rn) íåïóñòûõ êîìïàêòíûõ ïîäìíîæåñòâ

â Rn
. Â ñèëó ýòîãî, àòòðàêòîð K ñóùåñòâóåò è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

ñèñòåìîé S, à äëÿ ëþáîãî êîìïàêòíîãî A ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ

T n(A) ñõîäèòñÿ ê K.

×åðåç I = {1, . . . , m} îáîçíà÷àþò ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ñèñòåìû S, à

÷åðåç I∗ =
∞
⋃

n=1

In � ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ i = i1 . . . in êîíå÷íîé äëèíû â

àë�àâèòå I, íàçûâàåìûõ ìóëüòèèíäåêñàìè. Ìû ïèøåì i ⊏ j, åñëè j = ik

äëÿ íåêîòîðîãî k ∈ I∗; i è j íå ñðàâíèìû, åñëè i 6⊏ j è j 6⊏ i. Ìû áóäåì

èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå Sj = Sj1j2...jn = Sj1Sj2 . . . Sjn, à äëÿ àòòðàêòîðà

K îáîçíà÷àòü Sj(K) ÷åðåç Kj.

Èíäåêñíûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ ñòðîê I∞ =
{β = β1β2 . . . , βi ∈ I}, íàäåëåííîå òîïîëîãèåé áåñêîíå÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ
êîíå÷íûõ äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ. Áàçó òîïîëîãèè ïðîñòðàíñòâà I∞ îáðà-

çóþò îòêðûòî-çàìêíóòûå ìíîæåñòâà, íàçûâàåìûå öèëèíäðàìè iI∞, i =
i1...in ∈ I∗, îïðåäåëÿåìûå iI∞ := {α ∈ I∞ : α1...αn = i1...in}. Îòîáðàæåíèå
π : I∞ → K, ñîïîñòàâëÿþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè β â òî÷êó

∞
⋂

n=1

Kβ1...βn
= x

íàçûâàåòñÿ èíäåêñíîé ïàðàìåòðèçàöèåé àòòðàêòîðà K.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñèñòåìà S óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæå-

ñòâà (OSC), åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå îòêðûòîå ìíîæåñòâî O, ÷òî äëÿ ëþáûõ
Si, Sj ∈ S, Si(O) ⊂ O è Si(O) ∩ Sj(O) = ∅ ïðè i 6= j.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ñèñòåìà S óäîâëåòâîðÿåò ñèëüíîìó óñëîâèþ îòêðû-

òîãî ìíîæåñòâà (SOSC) åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò OSC è K ∩O 6= ∅.

Îïðåäåëåíèå 4. Äåíäðèòîì íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíî ñâÿçíûé êîíòèíóóì,

íå ñîäåðæàùèé ïðîñòûõ çàìêíóòûõ êðèâûõ.

Ïóñòü S� ñèñòåìà ñ îäíîòî÷å÷íûì ïåðåñå÷åíèåì. �àññìîòðèì äâóäîëü-

íûé ãðà� Γ(S), â êîòîðîì áåëûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò êîïèè Ki =
Si(K), à ÷åðíûìè âåðøèíàìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êîïèé {p} =
Ki ∩Kj. Ïðè ýòîì âåðøèíû p è Ki ñîåäèíåíû ðåáðîì, åñëè p ∈ Ki. Òàêîé

ãðà� Γ(S) íàçûâàåòñÿ ãðà�îì ïåðåñå÷åíèé ñèñòåìû S. Ìû áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 2 (Tetenov A., Yudin I., Kadirova M. (2025), [12℄). Åñëè S � ñè-

ñòåìà ñ îäíîòî÷å÷íûì ïåðåñå÷åíèåì, à åå ãðà� ïåðåñå÷åíèé Γ(S) ÿâëÿåòñÿ
äåðåâîì, òî åå àòòðàêòîð K ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

Êðèòåðèé ñâÿçíîñòè àòòðàêòîðà K ñèñòåìû S �îðìóëèðóåòñÿ â ñëåäó-

þùåé òåîðåìå M.Hata(1985)[13℄

Òåîðåìà 3. Ïóñòü K � àòòðàêòîð ñèñòåìû ñæèìàþùèõ îòîáðàæå-

íèé S = {S1, . . . , Sm} â ïîëíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå X . Cëåäóþùèå

óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(1) äëÿ êàæäîãî i, j ∈ I ñóùåñòâóåò {i0, i1, . . . , in} ⊆ I òàêîå, ÷òî i0 = i, in =
j è Kik ∩Kik+1

6= ∅ äëÿ êàæäîãî k = 0, 1, . . . , n− 1;

(2) K ñâÿçåí;

(3) K ëîêàëüíî ñâÿçåí.

� 3. Ïîñòðîåíèå ñåìåéñòâà ñàìîïîäîáíûõ äåíäðèòîâ ñ

áåñêîíå÷íûì âåòâëåíèåì

Çàäàäèì ñåìåéñòâî ïàðàìåòðîâ

D =

{

τ = (ρ, α, β) : ρ ∈
(

1

40
,
1

20

)

, α, β ∈
( π

16
,
π

12

)

}

Çàäàäèì ñèñòåìó Sτ = {S1, S2, S3, S4, S5} ñæèìàþùèõ ïîäîáèé ïðî-

ñòðàíñòâà X = R × C × C, çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðîâ (ρ, α, β) ∈ D, óðàâ-
íåíèÿìè

S1(x, z1, z2) = 0.25 (1− x, 1− z1, 1− z2),

S2(x, z1, z2) = 0.25 (1 + x, 1 + z1, 1 + z2),

S3(x, z1, z2) = 0.25 (3− x, 3− z1, 3− z2),

S4(x, z1, z2) = 0.25 (3 + x, 3 + z1, 3 + z2),

S5(x, z1, z2) =
(

ρx, ρeiαz1, ρe
iβz2

)

.
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Îáîçíà÷èì àòòðàêòîð ñèñòåìû Sτ ÷åðåç K
τ
, à åãî êîïèè � ÷åðåç Ki =

Si(K
τ ). Åñëè ýòî íå ïðèâîäèò ê äâóñìûñëåííîñòè, ìû áóäåì îïóñêàòü âåðõ-

íèé èíäåêñ τ çà èñêëþ÷åíèåì òåõ ñèòóàöèé, êîãäà ìû ðàññìàòðèâàåì çà-

âèñèìîñòü Kτ
è åãî êîïèé îò ïàðàìåòðà τ .

Ïóñòü òàêæå K0 =
4
⋃

i=1

Ki.

Ëåììà 1. Aòòðàêòîð Kτ
ñâÿçåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü w = (1, 1, 1). Çàìåòèì, ÷òî àòòðàêòîðîì ñè-

ñòåìû {S1, S2, S3, S4} ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê J = [0,w], êîòîðûé ñîäåðæèòñÿ â

K0. Ïîýòîìó ïåðåñå÷åíèÿ K1∩K2, K2∩K3 è K3∩K4 íåïóñòû. Êðîìå òîãî,

{0} ∈ K1 ∩K5. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 3, ìíîæåñòâî K
τ
ñâÿçíî.

Ìíîæåñòâî K0 òàêæå ñâÿçíî, êàê îáúåäèíåíèå ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðå-

ñåêàþùèõñÿ êîíòèíóóìîâ Ki, i = 1, .., 4.

K1 K2

Копии K первого порядка.

K3 K4

K5

0

(1, 1, 1)

0

(1, 1, 1)

K15

K25

K35

K45K55

Копии K второго порядка. Множество K∗ выделено жирными линиями.

Ïóñòü S0(x, z1, z2) = 1
4
(x, z1, z2). �àññìîòðèì ìíîæåñòâî K∗ = K15 ∪

K2 ∪K3 ∪K4. Ýòî ìíîæåñòâî êîìïàêòíî è ñâÿçíî, à ìíîæåñòâî K0 ìîæíî

ïðåäñòàâèòü, êàê îáúåäèíåíèå

K0 =
∞
⋃

n=0

Sn
0 (K∗).

Ïåðåõîäÿ ê ïðîåêöèÿì êîïèé àòòðàêòîðà K íà îñü Ox, ïîëó÷èì, ÷òî
Prx(K5) = [0, ρ] ⊂ [0, 1/20]. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Prx(K∗) ⊂
[

1− ρ

4
, 1

]

⊂
[

2

9
, 1

]

.

Ïðîåöèðóÿ K íà ïëîñêîñòü z1, ìû âèäèì, ÷òî Prz1(K5) ñîäåðæèòñÿ â

êðóãå |z1| ≤ 1
20
. Ïîýòîìó Prz1(K15 ∪K25) ñîäåðæèòñÿ â êðóãå |z1 − 1/4| ≤
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1
80
, à ýòîò êðóã ñîäåðæèòñÿ â ñåêòîðå C0 = {z1 : − π

60
< arg z1 < π

60
}.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Prz1(K∗) ⊂ C0, èç êîòîðîãî âûòåêàåò,

÷òî Prz1(K0) ⊂ C0.

Ïîñêîëüêó

π
16

< α < π
12
, äëÿ ëþáîãî τ ∈ D è ëþáîãî íàòóðàëüíîãî

1 ≤ n ≤ 23, Sn
5 (K0) ∩K0 = {0}.

Èññëåäóåì ïîïàðíûå ïåðåñå÷åíèÿ êîïèé 1 ïîðÿäêà àòòðàêòîðà Kτ
.

Ëåììà 2. Ïðè i = 1, 2, 3, Ki ∩Ki+1 = {( i
4
, i
4
, i
4
)}, K5 ∩K1 ⊃ {0}. Äëÿ

îñòàëüíûõ ïàð íåðàâíûõ i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, Ki ∩Kj = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäàäèì äâîéíîé êîíóñ C01 = {(z1, z2) : |zi| ≤ 5
3
x, |1−

zi| ≤ 5
3
(1 − x)}. Ïóñòü V01 = {(x, z1, z2) : 0 ≤ x ≤ 1; |z1 − x|2 + |z2 −

x|2 ≤ 0.01} � çàìêíóòàÿ 0.1-îêðåñòíîñòü îòðåçêà [0,w1]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

V ïåðåñå÷åíèå C01 ∩ V01.
Ýëåìåíòàðíàÿ ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ τ ∈ D,

S5(V ) ⊂ V . Òàêæå S4(V ) ⊂ V . Òàê êàê äëÿ îòîáðàæåíèÿ h((x, z1, z2)) =
((1, 1, 1)− (x, z1, z2)), h(V ) = V , à S1 = S0 ◦ h, S1(V ) ⊂ V , ïîýòîìó òàêæå

S3(V ) ⊂ V .

Èç ýòèõ âêëþ÷åíèé ñëåäóåò, ÷òî V ⊃
5
⋃

i=1

Si(V ), ïîýòîìó K ⊂ V .

Áîëåå òîãî, K∩(−K) ⊆ V ∩(−V ) = {0}. Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî K1∩K2 =
{(1

4
, 1
4
, 1
4
)} è ÷òî K3 ∩K4 = {(3

4
, 3
4
, 3
4
)}. Èç òîãî, ÷òî K ∩ (−K + (2, 2, 2)) =

{(1, 1, 1)}, ñëåäóåò ðàâåíñòâî K2 ∩K3 = {(1
2
, 1
2
, 1
2
)}. Òàêæå, ïðè i = 2, 3, 4,

Ki ∩K5 = ∅. Âñå ýòè ðàâåíñòâà âûïîëíÿþòñÿ ïðè ëþáûõ τ ∈ D.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü ïðè çàäàííîì τ = (ρ, α, β), Sk
5 (K0)∩K0 = {0}

äëÿ ëþáîãî k ∈ N. Òîãäà:

1. àòòðàêòîð Kτ
ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì;

2. òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà Kτ
;

3. âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ Kτ
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè òî÷êè 0,

4. ñèñòåìà Sτ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Èç óñëîâèé ñëåäóåò, ÷òî K5 ∩K1 = {0}. Ïîýòîìó
ñèñòåìà S îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ, à åå ãðà� ïåðå-

ñå÷åíèé ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ïî òåîðåìå 2, K ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.

2. Ïðè ëþáûõ k1 > k2 ìû ïîëó÷àåì, ÷òî

(

Sk1
5 (K0) ∩ Sk2

5 (K0)
)

\ {0} = Sk1
5

(

Sk1−k2
5 (K0) ∩K0

)

\ {0}.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî k ∈ N ìíîæåñòâî Sk
5 (K0 \ {0}) ñâÿçíî, ìíîæåñòâî

Kτ \ {0} ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå áåñêîíå÷íîãî ñå-

ìåéñòâà ñâÿçíûõ êîìïîíåíò Sk
5 (K0 \ {0}).

3. Ñàìîïîäîáíàÿ ãðàíèöà Kτ
ñîñòîèò èç äâóõ òî÷åê 0 è (1, 1, 1) ïîýòîìó
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ãëàâíûì äåðåâîì â K ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê J = [0,w], ïîýòîìó âñÿêàÿ òî÷êà

âåòâëåíèÿ K ëåæèò â

⋃

Si1...in(J) [14, Th. 20℄. Òàêàÿ òî÷êà ëåæèò â ïå-

ðåñå÷åíèè êàê ìèíèìóì äâóõ êîïèé K, ñîîòâåòñòâóþùèõ íå ñðàâíèìûì

ìóëüòèèíäåêñàì.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ìóëüòèèíäåêñîâ i, j, k, Kij ∩Kik 6= ∅,

à j1 6= k1, òî Kij ∩Kik = Si(Kj1 ∩Kk1).
�àññìîòðèì, îáðàçû êàêèõ òî÷åê ëåæàò â Kj ∩ Kk äëÿ ðàçíûõ ïàð j, k,
êîãäà ýòî ïåðåñå÷åíèå íåïóñòî:

(a). Ïðè {j, k} = {1, 2} èëè {3, 4} , Kj ∩Kk = Sj(0) = Sk(0).
(b). Ïðè {j, k} = {2, 3}, Kj ∩Kk = Sj(w) = Sk(w) = w

2
.

(
). Ïðè {j, k} = {1, 5}, K1 ∩K5 = S1(w) = S5(0).
Â ñëó÷àå (b) ïîðÿäîê òî÷êè

w
2
ðàâåí 2. Òàêèì æå ÿâëÿåòñÿ ïîðÿäîê

âñåõ åå îáðàçîâ Si(
w
2
) è îíè íå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ K.

Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ Kij ∩ Kik = {x}, ãäå òî÷êà x ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì

òî÷êè 0 è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà â K.

4. Òàê êàê àòòðàêòîð Kτ
ñîäåðæèò òî÷êó âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà, íàðóøåíèå OSC ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç [12, Th. 4.3℄.

Ëåììà 3. Åñëè ïðè çàäàííîì τ äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N, Sm
5 (K∗) ∩

Sn
0 (K∗) = {0}, òî òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà

àòòðàêòîðà Kτ
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê K0 =
∞
⋃

n=0

Sn
0 (K∗), óñëîâèå íàñòîÿùåé ëåììû

âëå÷åò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ïðåäëîæåíèÿ 1.

3.1 Ñèñòåìà S
∗
ñ áåñêîíå÷íûì âåòâëåíèåì â ãèëüáåð-

òîâîì ïðîñòðàíñòâå

Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì èç íàøåé ðàáîòû [15℄, ïîñòðîèì â ãèëüáåðòîâîì ïðî-

ñòðàíñòâå l2 òàêóþ ñèñòåìó ñæèìàþùèõ ïîäîáèé S
∗ = {f1, f2, f3, f4, f5}, ÷òî

åå àòòðàêòîð Q ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì ñ òî÷êàìè âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïî-

ðÿäêà, à ìíîæåñòâî ðàçáèâàþùèõ òî÷åê åñòü îáúåäèíåíèå ñ÷åòíîãî ñåìåé-

ñòâà îòðåçêîâ, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì îñÿì â l2. Äàëåå ìû ïîêàæåì,

÷òî ïðè ëþáîì τ ∈ D ñóùåñòâóåò ëèïøèöåâî îòîáðàæåíèå ϕ : Q → Kτ
,

òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáûõ i = 1, ..., 5 è x ∈ Q,

Si(ϕ(x)) = ϕ(fi(x)).

Ýòî äàñò âåðõíþþ îöåíêó ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà Kτ
.

�àññìîòðèì ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî l2 ñ îðòîíîðìèðîâàííûì áàçè-

ñîì {e1, e2, ...} ñ òî÷êàìè x = (x1, x2, ...) =
∑

xkek. Çàäàäèì ïåðåñòàíîâêó
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σ ìíîæåñòâà N �îðìóëîé

σ(n) =











2k + 1 ïðè n = 2k − 1, k ∈ N

2k ïðè n = 2k + 2, k ∈ N

1 ïðè n = 2

Çàäàäèì îðòîãîíàëüíûé àâòîìîð�èçì Oσ : l2 → l2 �îðìóëîé

Oσ(x) =

∞
∑

k=1

xkeσ(k) = (x2, x4, x1, x6, x3, x8, x5...).

Ïóñòü Xn � ïîäïðîñòðàíñòâî â X ñ áàçèñîì {e2(k+n)−3, k ∈ N}. Òîãäà
äëÿ ëþáîãî n, Xn+1 = Oσ(Xn), ïðè÷åì X1 ⊃ X2 ⊃ · · · ⊃ · · · .

Çàäàäèì ñèñòåìó S
∗ = {f1, f2, f3, f4, f5} ñæèìàþùèõ ïîäîáèé [0, e1] â

l2 ðàâåíñòâàìè f1(x) = (e1 − x)/4, f2(x) = (e1 + x)/4, f3(x) = (3e1 −
x)/4, f4(x) = (3e1 + x)/4, f5(x) = Oσ(x)/4.

Ïóòü Q � àòòðàêòîð ñèñòåìû S
∗
. Ïåðå÷èñëèì ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Q.

Ëåììà 4. Ñèñòåìà S
∗
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòêðûòîãî ìíîæåñòâà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòêðûòîå ìíîæåñòâî W äëÿ ñèñòåìû S
∗
ïîñòðîèì

ñëåäóþùèì îáðàçîì. �àññìîòðèì äâîéíîé êîíóñ

W0 = {x ∈ l2 : 0 < x1 < 1, ‖x− x1e1‖ < 1/2− |1/2− x1|}.
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ k, l ∈ N, fk

5 (W0)∩f l
5(−W0) = {0} è äëÿ ëþáûõ

k 6= l èç N, fk
5 (W 0) ∩ f l

5(W 0) = {0}. Ïîëîæèì W =
∞
⋃

k=0

fk
5 (W0).

ßñíî, ÷òî f5(W ) ⊂ W è f5(W ) ∩W 0 = {0}. Èç òîãî, ÷òî äëÿ ëþáîãî

1 ≤ i ≤ 4, fi(W ) ⊂W0 ⊂W , ñëåäóåò, ÷òî ïðè i 6= 5, fi(W ) ∩ f5(W ) = ∅.

Ïîñêîëüêó W ∩ −W = {0}, f1(W ) ∩ f2(W ) = {1
4
e1} è f3(W ) ∩ f4(W ) =

{3
4
e1}. Èç òîãî, ÷òî W ∩ (−W + 2ē1) = {e1} ñëåäóåò, ÷òî f2(W ) ∩ f3(W ) =

{1
2
e1}. Îòñþäà ìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáûõ íåðàâíûõ i, j ∈ {1, 2, 3, 4, 5},

fi(W ) ∩ fj(W ) = ∅.

Àòòðàêòîðîì ïîäñèñòåìû {f1, f2, f3, f4} ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íûé ñåãìåíò

I0 = [0, e1], ïîýòîìó Q ñîäåðæèò I0 = [0, e1] è âñå åãî îáðàçû Ik = fk
5 (I0) =

[0, 4−ke2k+1], êîòîðûå îáðàçóþò áåñêîíå÷íîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïîïàðíî

îðòîãîíàëüíûõ ñåãìåíòîâ ñ îáùèì êîíöîì â 0.

Ëåììà 5. Àòòðàêòîð Q ñèñòåìû S
∗
îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî

ïåðåñå÷åíèÿ è ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç âêëþ÷åíèÿ [0, e1] ⊂ Q ⊂ W ñëåäóåò, ÷òî Q1 ∩
Q2 = {1

4
e1}, Q2 ∩ Q3 = {1

2
e1}, Q3 ∩ Q4 = {3

4
e1}, è ÷òî ïðè i = 2, 3, 4,

Qi ∩ Q5 = ∅. Òàêèì îáðàçîì, Q ÿâëÿåòñÿ ñàìîïîäîáíûì êîíòèíóóìîì ñî

ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ. Ïðè ýòîì, ãðà� ïåðåñå÷åíèé ñè-

ñòåìû {Q1, Q2, Q3, Q4, Q5} ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Ïî òåîðåìå 2, Q ÿâëÿåòñÿ

äåíäðèòîì.

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîãî fi ∈ S
∗
, Lip fi = 1/4, ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ s

ñèñòåìû S
∗ = {f1, f2, f3, f4, f5} ðàâíà log4 5.

Òàê êàê ñèñòåìà S
∗
óäîâëåòâîðÿåò OSC è W ∩ Q 6= ∅, òî äëÿ ñèñòåìû

S
∗
, âûïîëíÿåòñÿ ñèëüíîå óñëîâèå îòêðûòîãî ìíîæåñòâà (SOSC). Òîãäà èç

[16, Th. 2.6℄ ñëåäóåò, ÷òî dimH Q = s.

Ëåììà 6. dimH(Q×Q) = 2s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S
′ = S

∗ × S
∗ = {(fi, fj) : i, j = 1, 2, 3, 4, 5}.

Ïðîâåðèì, ÷òî êàæäîå îòîáðàæåíèå (fi, fj) ÿâëÿåòñÿ ïîäîáèåì. Âîçüìåì

(x1, y1), (x2, y2) ∈ l2 × l2, òîãäà äëÿ ëþáûõ i, j = 1, 2, 3, 4, 5 ïîëó÷èì

‖(fi(x1), fj(y1))− (fi(x2), fj(y2))‖ = ‖(fi(x1)− fi(x2)), (fj(y1)− fj(y2))‖ =

‖1
4
(x1 − x2),

1

4
(y1 − y2)‖ =

1

4
‖(x1, y1)− (x2, y2)‖.

Îòñþäà ìû âèäèì, ÷òî S
′
ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé ïîäîáèé ñ êîý��èöèåíòàìè

ri,j =
1
4
, à ðàâåíñòâî

5
⋃

i,j=1

(fi, fj)(Q×Q) =
5
⋃

i,j=1

(fi(Q)× fj(Q)) =
5
⋃

i=1

fi(Q)×
5
⋃

j=1

fj(Q) = Q×Q

ïîêàçûâàåò, ÷òî ìíîæåñòâî Q × Q åñòü àòòðàêòîð ñèñòåìû S
′
. Ïðè ýòîì,

ðàçìåðíîñòü ïîäîáèÿ ñèñòåìû S
′
ðàâíà 2s = log2 5.

Òàê êàê Q × Q � àòòðàêòîð ñèñòåìû S
′
, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî S

′

óäîâëåòâîðÿåò SOSC (ñì. [16, Th. 2.6℄).

�àññìîòðèì ìíîæåñòâî W ×W . Ïîñêîëüêó äëÿ ñèñòåìû S
∗
OSC âû-

ïîëíÿåòñÿ, äëÿ ëþáûõ i 6= j, fi(W ) ∩ fj(W ) = ∅ è fi(W ) ⊂ W . Ïîýòî-

ìó äëÿ ëþáûõ (i, j) 6= (k, l), (fi, fj)(W × W ) ∩ (fk, fl)(W × W ) = ∅ è

(fi, fj)(W ×W ) ⊂ W ×W . Êðîìå òîãî, (Q×Q) ∩ (W ×W ) 6= ∅, ñëåäîâà-

òåëüíî, SOSC âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåìû S
′
.

3.2 Îòîáðàæåíèå ϕ : Q→ Kτ
è îöåíêà dimH K

τ
.

×òîáû ïîñòðîèòü îòîáðàæåíèå ϕ àòòðàêòîðîâ Q è K, ðàññìîòðèì èíäåêñ-

íûå îòîáðàæåíèÿ πQ : I∞ → Q, πK : I∞ → Kτ
, ãäå I = {1, 2, 3, 4, 5}.
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Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî òî÷êà e1 ∈ Q è òî÷êà w ∈ K èìåþò åäèíñòâåí-

íûé àäðåñ π−1
Q (e1) = π−1

k (w) = 4̄. Ìíîæåñòâî àäðåñîâ òî÷êè 0 ∈ Q, A0 =

π−1
Q (0) = {5n14̄, n = 0, 1, 2, ...} ∪ {5̄}. Èç îïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû S ñëåäóåò,

÷òî πK(A0) = 0.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ ξ, η ∈ I∞, πQ(ξ) = πQ(η), è ïîêàæåì, ÷òî

äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî πK(ξ) = πK(η).
�àññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ξ1 6= η1. Òîãäà âîçìîæíû ñëåäóþùèå ïàðû

èíäåêñîâ (ξ1, η1): (1,2);(2,3);(3,4); è (1,5).
Äëÿ ïåðâîé ïàðû, πQ(ξ) = πQ(η) = f1(0) = f2(0) = {e1/4}, ïîýòîìó
πK(ξ) = πK(η) = S1(0) = S2(0) = {w/4}.
Äëÿ âòîðîé ïàðû, πQ(ξ) = πQ(η) = f2(e1) = f3(e1) = {e1/2}, òîãäà πK(ξ) =
πK(η) = S2(w) = S3(w) = {w/2}.
Äëÿ òðåòüåé ïàðû, πQ(ξ) = πQ(η) = f3(0) = f4(0) = {3e1/4}, òîãäà πK(ξ) =
πK(η) = S3(0) = S4(0) = {(3, 3, 3)/4}.
Íàêîíåö, äëÿ ÷åòâåðòîé ïîëó÷èì πQ(ξ) = πQ(η) = f1(e1) = f5(0) = {0},
òîãäà πK(ξ) = πK(η) = S1(w) = S5(0) = {0}.

Â ñëó÷àå, êîãäà ξ1 = η1, âûáåðåì ìàêñèìàëüíîå îáùåå íà÷àëüíîå ïîä-

ñëîâî j = ξ ∧ η è âîñïîëüçóåìñÿ ïðåäñòàâëåíèÿìè ξ = jξ′ è η = jη′, ãäå
πQ(ξ

′) = πQ(η
′) è ξ′1 6= η′1. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ýòî óñëîâèå âëå÷åò

πK(ξ
′) = πK(η

′), ñëåäîâàòåëüíî πK(ξ) = πK(η) = Sj(πK(ξ
′)).

Äëÿ êàæäîãî x ∈ Q ïîëîæèì ϕ(x) = πK
(

π−1
Q (x)

)

. Òåì ñàìûì, ìû

çàäàäèì îòîáðàæåíèå ϕ : Q→ Kτ
.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ i = 1, ..., 5 è x ∈ Q, ϕ(fi(x)) = Si(ϕ(x)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì òî÷êó x ∈ Q. Ïóñòü åå àäðåñ ξ = {ξ1, ξ2, ...} ∈
I∞, ò.å. x = πQ(ξ). Òîãäà, ïî îïðåäåëåíèþ

fi(x) = fi(πQ(ξ)) = πQ(iξ)

ãäå iξ = (i, ξ1, ξ2, ...).
Àíàëîãè÷íî πK(iξ) = Si(πK(ξ)).
Òåïåðü âû÷èñëèì ϕ(fi(x))

ϕ(fi(x)) = πK
(

π−1
Q (fi(x))

)

= πK
(

π−1
Q (πQ(iξ)

)

= πK(iξ).

Ïî ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó è îïðåäåëåíèþ ϕ èìååì

πK(iξ) = Si(πK(ξ)) = Si(ϕ(πQ(ξ))) = Si(ϕ(x)).

Ñëåäîâàòåëüíî ϕ(fi(x)) = Si(ϕ(x)) äëÿ âñåõ x ∈ Q, i = 1, 2, 3, 4, 5.

Ëåììà 7. Îòîáðàæåíèå ϕ : Q→ Kτ
ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì ϕ(x) = πK
(

π−1
Q (x)

)

. Î÷åâèäíî |Q| =
√
17/4,

|Kτ | < 5
√
3/4. Äëÿ âñÿêîãî i ∈ I∗, |Qi| = qi|Q|, |Ki| = ri|Kτ |, ïðè ýòîì

ri ≤ qi. Ïóñòü x,y ∈ Q
1) Åñëè x ∈ Qi, y ∈ Qj è Qi ∩ Qj = ∅, òîãäà d(x,y) ∈

(

1/4,
√
17/4

)

,

d(ϕ(x), ϕ(y)) < |Kτ |, òî æå âåðíî äëÿ fi(x), fi(y).
2) Åñëè äëÿ i, j ∈ I∗, ñóùåñòâóþò òàêèå Qii, Qjj, ÷òî Qii∩Qjj 6= ∅, à {x, y}∩
(Qii∪Qjj) = ∅, òî d(x,y) > max{qii, qjj}|Q|. Â òî æå âðåìÿ d(ϕ(x), ϕ(y)) <
2max{qii, qjj}|Kτ |. Ïîýòîìó d(ϕ(x), ϕ(y)) < 2|Kτ |d(x,y).

Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå ϕ×ϕ : Q2 → Kτ 2
òàêæå ÿâëÿåòñÿ ëèïøèöåâûì,

dimH K
τ 2 ≤ 2s.

� 4. Òåîðåìà îá îáùåì ïîëîæåíèè

Ïðèâåäåì òåîðåìó îá îáùåì ïîëîæåíèè [17℄. Îòìåòèì, ÷òî çäåñü îíà

áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â íåñêîëüêî ìåíåå îáùåé �îðìå.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü (D, ρD), (L1, ρ1), (L2, ρ2) � ìåòðè÷åñêèå ïðîñòðàí-

ñòâà. Ïóñòü ϕ1(τ, x) : D × L1 → Rn
, ϕ2(τ, x) : D × L2 → Rn

� íåïðåðûâíûå

�óíêöèè, òàêèå ÷òî

1) ñóùåñòâóþò C > 0 è α > 0 òàêèå, ÷òî ‖ϕi(τ, x)− ϕi(τ, x
′)‖ ≤ Cρi(x, x

′)α

äëÿ ëþáûõ τ ∈ D, i = 1, 2, è x, x′ ∈ Li;

2) ñóùåñòâóåò M > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ êàæäîãî xi ∈ Li, i = 1, 2, τ1, τ2 ∈ D è

�óíêöèè Φ(τ, x1, x2) = ϕ1(τ, x1)− ϕ2(τ, x2) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖Φ(τ2, x1, x2)− Φ(τ1, x1, x2)‖ ≥MρD(τ1, τ2).

Òîãäà äëÿ ìíîæåñòâà ∆ := {τ ∈ D : ϕ1(τ, L1)∩ϕ2(τ, L2) 6= ∅} ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî dimH ∆ ≤ min

{

dimH L1 × L2

α
, dimH D

}

.

Äëÿ àíàëèçà ïðåîáðàçîâàíèé àòòðàêòîðîâ â ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåé-

ñòâàõ ñèñòåì ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé ìû ââåä¼ì ñëåäóþùèå ñïåöèàëü-

íûå óñëîâèÿ è îáîçíà÷åíèÿ.

(A1) Sτ = {S1,τ , S2,τ, · · ·Sm,τ} � ñèñòåìà ñæèìàþùèõ îòîáðàæåíèé â

Rn
, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà τ ∈ D ⊂ Rn

, è Kτ
� å¼ àòòðàêòîð.

(A2) V � òàêîå êîìïàêòíîå ìíîæåñòâî, ÷òî äëÿ ëþáîãî k ∈ I è ëþáîãî
τ ∈ D, Sk,τ(V ) ⊂ V .

ISSN 1560-750X (Print) ISSN 3033-8271 (Online)

Ìàòåìàòè÷åñêèå òðóäû, 2026, Òîì 29, � 2, C. 33-51

Mat. Trudy, 2026, V. 29, N. 2, P. 33-51



Êàäèðîâà Ì.Á., Òåòåíîâ À.Â. 45

(A3) r = (r1, ..., rm) ⊂ (0, 1)m � òàêîé âåêòîð, ÷òî äëÿ ëþáîãî τ ∈ D è

ëþáîãî k ∈ I, LipSk,τ ≤ rk < 1. Ïóñòü r̄ = max{r1, ..., rm}.

(A4) C > 0 � òàêîå ÷èñëî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ V , k ∈ I è äëÿ ëþáûõ

τ1, τ2 ∈ D, ‖Sk,τ1(x)− Sk,τ2(x)‖ ≤ C‖τ1 − τ2‖.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà çàäà¼ò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìíîæåñòâà Ki è Kj

íå ïåðåñåêàþòñÿ ïðè ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà τ ∈ D.

Òåîðåìà 6 ([17℄, òåîðåìà 5). Ïóñòü, â îáîçíà÷åíèÿõ (A1)�(A4), i, j ∈ I∗

� íåêîòîðûå íåñðàâíèìûå ìóëüòèèíäåêñû.

Ïóñòü ci > 0, Cj > 0 òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ V è ëþáûõ τ1, τ2 ∈ D,

‖Sj,τ1(x)− Sj,τ2(x)‖ ≤ Cj‖τ1 − τ2‖ è ‖Si,τ1(x)− Si,τ2(x)‖ ≥ ci‖τ1 − τ2‖.

Åñëè

ci − Cj −
(ri + rj)C

1− rmax

> 0 è s < dimH(D)/2,

òî Ki ∩Kj = ∅ äëÿ ïî÷òè âñåõ τ ∈ D.

Çàìåòèì, ÷òî â äàííîé òåîðåìå ìû ìîæåì çàìåíÿòü îáëàñòü D íåêîòî-

ðûì åå ïîäìíîæåñòâîì D′
, òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ áîëåå âûãîäíûå äëÿ íàøèõ

öåëåé çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ ci è Cj.

� 5. Ïðèìåíåíèå òåîðåìû îá îáùåì ïîëîæåíèè

Ñîãëàñíî ëåììå 3, íàì íåîáõîäèìî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ïàðàìåòðîâ

τ = (ρ, α, β) ∈ D òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáûõ m,n ∈ N, Sm
5 (K∗) ∩ Sn

0 (K∗) = ∅.

Ëåììà 8. Äëÿ ñèñòåìû Sτ ñóùåñòâóåò C > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

(x, z1, z2) = ϕ(x), x ∈ Q, k ∈ I è äëÿ ëþáîãî τ1, τ2 ∈ D

‖Sk,τ1(x)− Sk,τ2(x)‖ ≤ C‖(ρ1 − ρ2, α1 − α2, β1 − β2)‖.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèñòåìå Sτ òîëüêî S5 çàâèñèò îò ïàðàìåòðà. Ïî-

ýòîìó ïðîâåðèì, êîãäà k = 5:

S5,τ1 − S5,τ2 = ((ρ1 − ρ2)x, (ρ1e
iα1 − ρ2e

iα2)z1, (ρ1e
iβ1 − ρ2e

iβ2)z2).

Ó÷èòûâàÿ

1

40
< ρ <

1

20
, |x| ≤ 1, |z1| ≤ 1, |z2| ≤ 1, îöåíèì àáñîëþòíîå
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çíà÷åíèå êàæäîé êîîðäèíàòû:

A1 = |(ρ1 − ρ2)x| ≤ |ρ1 − ρ2|;
A2 = |(ρ1eiα1 − ρ2e

iα2)z1| ≤ ρ1|eiα1 − eiα2 |+ |eiα2 ||ρ1 − ρ2|

≤ ρ1|α1 − α2|+ |ρ1 − ρ2| ≤
|α1 − α2|

20
+ |ρ1 − ρ2|;

A3 = |(ρ1eiβ1 − ρ2e
iβ2)z2| ≤ (ρ1|eiβ1 − eiβ2|+ eiβ2 |ρ1 − ρ2|)

≤ ρ1|β1 − β2|+ |ρ1 − ρ2| ≤
|β1 − β2|

20
+ |ρ1 − ρ2|

òîãäà

‖S5,τ1 − S5,τ2‖ =
√

A2
1 + A2

2 + A2
3 ≤

√

3|ρ1 − ρ2|2 +
|α1 − α2|2

400
+

|β1 − β2|2
400

+
|ρ1 − ρ2|

10
(|α1 − α2|+ |β1 − β2|)

åñëè λ = max{|ρ1 − ρ2|, |α1 − α2|, |β1 − β2|}

≤

√

3|ρ1 − ρ2|2 +
|α1 − α2|2

400
+

|β1 − β2|2
400

+
λ2

10

Ïîñëåäíÿÿ âåëè÷èíà ìåíüøå ÷åì

1.8 ·
√

|ρ1 − ρ2|2 + |α1 − α2|2 + |β1 − β2|2.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âçÿòü C = 1.8.

�àññóæäàÿ êàê â ëåììå 2, ïîëîæèì V ′ = {(x, z1, z2) : 0.25 ≤ t ≤
1; (x − t)2 + |z1 − t|2 + |z2 − t|2 ≤ 0.01} è îáîçíà÷èì ÷åðåç V∗ ïåðåñå÷å-

íèå C01 ∩ V ′
. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî K∗ ⊂ V∗ è ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ τ ∈ D

è m ∈ N, S1S
m
5 (V∗), S2S

m
5 (V∗), à òàêæå S3(V∗) è S4(V∗) ñîäåðæàòñÿ â V∗.

�àññìîòðèì òàêèå çíà÷åíèÿ τ ∈ D èm,n ∈ N, ÷òî Sm
5 (K∗)∩Sn

0 (K∗) 6= ∅.

Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì ïðîåêöèè óêàçàííûõ ìíîæåñòâ íà îñü Ox.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Prx(K∗) ⊂ [1−ρ

4
, 1] ⊂ [2

9
, 1] ïîëó÷èì íåðàâåíñòâà

2

9 · 4n < ρm <
9

2 · 4n .

Ëåììà 9. Ïóñòü ψ(x, τ) = Sm
5,τϕ(x). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêîå cm > 0,

÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ Q∗ è äëÿ ëþáûõ τ1, τ2 ∈ D

‖ψ(x, τ1)− ψ(x, τ2)‖ ≥ cm‖τ1 − τ2‖.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ τ1 = (ρ1, α1, β1), τ2 = (ρ2, α2, β2) ðàññìîòðèì

‖(ρm1 − ρm2 )x, (ρ
m
1 e

imα1 − ρm2 e
imα2)z1, (ρ

m
1 e

imβ1 − ρm2 e
imβ2)z2, ‖.

Ó÷èòûâàÿ ïðè (x, z1, z2) ∈ K∗ x ≥ 2
9
, |z1| ≥ 2

9
, |z2| ≥ 2

9
, îöåíèì àáñî-

ëþòíîå çíà÷åíèå êàæäîé êîîðäèíàòû:

B1 = |∆ρmx| ≥ 2

9
mρm−1|∆ρ|;

B2 = |∆(ρmeimα)z1| ≥
2

9
mρm−1|∆ρ+ iρ∆α| = 2

9
mρm−1

√

(∆ρ)2 + ρ2(∆α)2;

B3 = |∆(ρmeimβ)z2| ≥
2

9
mρm−1|∆ρ+ iρ∆β| = 2

9
mρm−1

√

(∆ρ)2 + ρ2(∆β)2.

‖ψ(x, τ1)− ψ(x, τ2)‖ =
√

B2
1 +B2

2 +B2
3

≥ 2

9
mρm−1

√

3(∆ρ)2 + ρ2(∆α)2 + ρ2(∆β)2 ≥ 2

9
mρm‖∆τ‖.

Ëåììà 10. Ïóñòü äëÿ x ∈ Q∗ çàäàíî S
m
5,τ (ϕτ (x)), S

n
0 (ϕτ (x)). Òîãäà äëÿ

ëþáûõ x,y ∈ Q∗ è äëÿ ëþáûõ τ1, τ2 ∈ D âûïîëíÿåòñÿ

‖Sm
5,τ1

(ϕτ1(x))− Sn
0 (ϕτ1(y)) + Sn

0 (ϕτ2(y))− Sm
5,τ2

(ϕτ2(x))‖ ≥M‖τ1 − τ2‖.
Äîêàçàòåëüñòâî.

‖Sm
5,τ1(ϕτ1(x))− Sn

0 (ϕτ1(y)) + Sn
0 (ϕτ2(y))− Sm

5,τ2(ϕτ2(x))‖
≥ ‖Sm

5,τ1(ϕτ1(x))− Sm
5,τ2(ϕτ1(x))‖ − ‖Sm

5,τ2(ϕτ1(x))− Sm
5,τ2(ϕτ2(x))‖−

‖Sn
0 (ϕτ2(y))− Sn

0 (ϕτ1(y))‖ ≥ 80

9
ρm‖∆τ‖ − 1.8 · 4

3
· ρm‖∆τ‖ − 1

4n
· 4
3
‖∆τ‖

≥ 9ρm‖∆τ‖ − 6ρm‖∆τ‖ = 3ρm‖∆τ‖.

Òåîðåìà 7. Ïðè ïî÷òè âñåõ çíà÷åíèÿõ τ ∈ D àòòðàêòîð Kτ
ñèñòåìû

Sτ îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ, è ïîýòîìó ÿâëÿåòñÿ

äåíäðèòîì, âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ êîòîðîãî èìåþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ1(τ,x) = Sm
5 (ϕ(Q)) è ϕ2(τ,x) = Sn

0 (ϕ(Q))
äëÿ ëþáîãî x ∈ Q∗. Èç ëåììû 10, ñëåäóåò, ÷òî âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 5

âûïîëíÿþòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ τ ∈ D, àòòðàêòîð Kτ

îáëàäàåò ñâîéñòâîì îäíîòî÷å÷íîãî ïåðåñå÷åíèÿ, à åãî ãðà� ïåðåñå÷åíèé

åñòü äåðåâî. Îòñþäà, â ñèëó òåîðåìû 2 Kτ
ÿâëÿåòñÿ äåíäðèòîì. Â ñèëó

ïðåäëîæåíèÿ 1, òî÷êà 0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà.

Ïîñêîëüêó âñå òî÷êè âåòâëåíèÿ Kτ
ÿâëÿþòñÿ îáðàçàìè òî÷êè 0, âñå òî÷êè

âåòâëåíèÿ Kτ
èìåþò áåñêîíå÷íûé ïîðÿäîê.
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